Losungsvorschlage von T. Meyer

Mathematik | Ubungsaufgaben 12
Extra-Mathematik-Ubung: 2006-01-24 und 2006-01-31

1. Losen Sie die folgenden Integrale unter Verwendung einer geeigneten Substitution:

J‘\/9—X4X2 - dx

1a)

Vorkenntnisse:

Radius =1 : sin?(x) + cos?(x) = 17

Radius = 3 : [3 * sin(x)]? + [3 * cos(x)]? = 3
[3 * cos(X)]? = 3* = [3 * sin(X)]°

3*cos(x) = V3 —[3*sin(x)]?

Nur Zahler betrachten und nach Pythagoras auswerten:

\/32 —[3*sin(x)]* = 3*cos(x) ; spater durch Substitution: 3 * cos(u)

Den Faktor unter der Wurzel 4x> soll dem Ausdruck [3 * sin(x)]° entsprechen:

4x* =[3*sin(x)]?

e Vgl. Papula, Bd. 1, S. 430 : Tabelle 2 ,,Integralsubstitutionen®, Typ D: x = ...

X =a-sin(u)
j 1‘(x;x/a2 —xz)-dx:> dx =a-cos(u)-du
va® —x* =a-cos(u)

e Nach Beispiel D die Substitution fir unsere Aufgabe bilden.

e 4istein konstanter Faktor und  Variable ,,a" bestimmen

XZ

—_—
4*[a*sin(x)]’ =[3*sin(x)[*
4*a%*sin?(x) = 3% *sin?(x)

,  3*sin?(x) 3

T 22%sin?(x) 27

e Die gesuchte Variable ,,a*“ besitzt den Wert 3/2 = 1,5.
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Wir Substituieren x = g*sin(u) , damit nach der Formel im Papula, S. 430, aufgeldst

werden kann:
o Differenzieren nach S—X=g*cos(u) , da x:g*sin(u) ist
u

e Wir erstellen die Substitutionsgleichung: dx :g*cos(u)*du ,

da dx durch du ausgedrickt wird.

e Substitution in Integral einsetzen

j Jo_ax? i*cos(u)

dx = | —=————*—*cos(u) *du
X 5 sin@)

e Vereinfachen des Bruches

{3 *cos(u)} *B*cos(u)} *du

:jl -

E*sin(u)
. J-B*cos(u) « 2 ,8%cosu) _ [ c0s* (u) . 4,
- 1 3*sin(u) 2 sin(u)

Durch Pythagoras ausdriicken um 2 einfache Integralen zu erhalten:

sin(u) + cos’(u) = 1> =  cos’(u) = 1 —sin(u)

SJM*du :3]L*du —SIM*du :3]L*du—3jsin(u)*du

sin(u) sin(u) sin(u) sin(u)
Hinweis vom Aufgabenblatt 12:
Sie kdnnen folgende Formel I - L -dx = Inj— L —cot(x)|+C verwenden.
sin(x) sin(x)

Ricksubstitution mit Einsetzen:

3*In —cot(u)|+3*cos(u) +C

sin(u)
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Ermittlung des Betrages von In:

3. . . 2
X=—=—7*sin(u = sin(u) ==X
, *sin(u) (W) =73

3*cos(u) = 32 —[3*sin(u)]’ = 9—4x?

= \/32 -3%*sin’(u) = \/32[1—1*sin2(u)J = 3\/1—sin2(u)
cos(u) = 4/1—sin’(u) = Jl—(%xj = ‘/1_%)(2

Einsetzen in In:

cot(u) = C_OS(U) = L

sin(u) tan(u)

14y 1—‘/1—ix2 g1 [1-2x2
1 9 B 9 B 9
2,72, EN 2
3 3 3
3-3* 1—ﬂx2 3- 9*(1—ﬁx2

9" | 9 _‘3—\/\/9—4x2
2X ‘ ‘ 2X ‘ ‘ 2X ‘

o die Zahl 2 unter dem Bruchstrich herausziehen und gesamtes Integral bilden:

Formel: In(%j =In(a) - In(b) ; b=2

3-4/9—4x2

2X

3*In =3*In —-3*In(2)

3-49-4x?
X

e Dader Term -3In(2) ein konstanter Summand darstellt kann er zur Konstanten
C hinzugefugt werden.

/ 2
u+119_4xz +C
X

3In
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f'(x),

1b) I z*In(z) = f(x)

Anmerkung um den Integrationstyp festzustellen:

e vgl. Papula, Bd. 1, S. 430: Tabelle 2 ,,Integralsubstitutionen®, Typ C: u = ...

=1In(z) ; y'=i
Z
e \Wir substituieren u=In(z

Substitutionsgleichung aufstellen:

e Substitutionsgleichung 3—” = 1 ; dz=du*Zz
z z

Wir setzen die Ergebnisse der Substitution in das Integral ein und bilden die
Stammfunktione:

Substitution Stammfunktion
[z legy In(u)+C
z*u u u

Riicksubstitution:

Injul + C= In|In(z)| + C
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1c) J.xz*exm*dx
e Substitution von u=x3+1

e Substitutionsgleichung aufstellen — =3x? = dx = Ew
X X

du e'*du 1
2 u _ _ - u
J'x *g *3x2 —I 3 —3je *du
e Integrieren / Stammfunktion bilden:
1J'e“*du:l*e“+c
3 3
e Ricksubstitution:

3

J‘XZ *eX3+l*dX:%*eX +1+C

1d) J.(l—x)g*dx

e Substitution  u=(1-x) ; u=-1

Substitutionsgleichung 3—“ =-1 = dx=—=—du
X

Einsetzen in Integral

j(l—x); *dx :ju; *—du :—1jug *du

Ausintegrieren / Stammfunktion bilden

4
+C:—§*u3+C

—1J‘u; *du=—

Rucksubstitution

1 3 4
—1J'u3 *du :—Z*(l—x)3 +C
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2. Losen Sie die folgenden Integrale durch partielle Integration / Produktintegration:

Integrationsformel: (vgl. Papula, Bd. 1, S. 435-436)

j f(x)*dx = ju(x)*v'(x)*dx = u(X) *V(x) —ju'(x)*v(x)*dx

v = sin((x)) Icos(x)*dx:sin(x)+C
2a X * cos(X) * dx v = cos(x .
) Ij %,(—2 u = X IS|n(x)*dx:—cos(x)+C
u = 1
Auswertung: (s. Papula, Bd. 1, S. 419)
= X *sin(x)—J' 1 *sin(x) = x*sinx + cos(X) +C
' —— —
u(x) v(x) v v(x) Integral vom sin(x)=—cos(x)
Lésung: X * sin(x) + cos(x) + C
M [ cos(x) * dx =sin(x) +C
2b X2 *In(x) * dx Y .
) IT In(x) .3 jsm(x)*dx=—cos(x)+C
u VvV = X
u = In(x)
s 1
u’ = =
X
Auswertung:
3 3
() * X L X gy
3 X 3
—

3 3

3 2
XT L X X X
=— In X)— —*dx:—*ln X)—-—+C
5 -] 5 5 00—

LGsung:

x3 x>
-2 +c
3 9 9
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2¢) Isinz(x)*dx

Integrationsformel: (vgl. Papula, Bd. 1, S. 435-436)

jf(x)*dx:ju(x)*v'(x)*dx: u(x)*v(x)—ju'(x)*v(x)*dx

v = -cos(x) Icos(x) *dx =sin(x) + C
: * i * — +SIn
JsinGsing) > dx e Jsin(x)* dx = —cos(x) + C
) ' u = cos(X)
Auswertung:

sin(x) *[-cos(x)] — jcos(x) *[—cos(x)]* dx

\ u v

—sin(x) * cos(x) — j— cos?(x) * dx

—sin(x) * cos(x) + '[cosz (x) * dx

Nach Bronstein-Formelsammlung Nr. 314

J'cos2 ax*dx = L x +i*sin(2ax)
2 4da

= —sin(x) *cos(x) + % X+ %*sin(Zx)

Lésung: —sin(x)*cos(x)+%x+%*sin(2x)
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3. Berechnen Sie (wenn maglich ...)

3a) Tezx -dx

e Substitution : u=2x = u=2
e Substitutionsgleichung : du =2 = dx = au = L du
dx 2 2

e Variable Z, weil eine unbekannte Zahl gegen Unendlich geht (kein x) :

0
lim ji-e“ -du=[£-e”}+c
22 2

Z—>—0

e Ricksubstitution :

0
lim F-ezx}
Z—>—» 2 .

e Grenzen einsetzen :

lim E‘ez»o_i_ez-z zl_l'e—zzzl(l_e—zz)
Zo—o | 2 2 2 2 2~——

Grenzwert

1
2

3b)  Jim j%=(2&)+c

Obere Grenze Unter Grenzen

im | 242 - 241 | =fNz-2f

Z—w
1
=25, 5*2-2 = 8
Z =100; 10*2-2 = 18
Z =1.000.000; 1000*2-2 = L99£§

Geht gegen Unendlich,
deshalb kein Grenzwert !
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4. Losen Sie die folgenden Integrale unter Verwendung der Formelsammlung !

4X° —X+2 +4'X2 :J‘Xig
b c

a

e Nach Formel Nr. 40 in Bronstein berechnen, S. 89
e Esgilt die Formel Nr. 40a, weil A >0

Formel: X =ax?+bx+c : A=4ac—b?
A=4.4.2-(-1)2=32-1=31

Nr. 40a J'% 2. arctan(mx—mj +C

JX JA
e Einsetzen: 2 arctan(wj +C
NET V31
4b) jarccos(x) -dx 4c) jsin[ln(x)] -dx
e Nach Bronstein Nr. 493 * Nach Bronstein Nr. 485
Formel: jarccos-(ij dx = x-arccos-(ij — Ja®-x? Isin[ln(x)]-dx =
a a
oder nach Papula, Formelsammlung, X, (sinlnx—coslnx)+C
S. 403, Nr. 303
jarccos(x) -dx = x-arccos(x) —v1— x>

4d)

J- dx | a
XA/ x* +3
e Nach Bronstein Nr. 270

ji_ 2 pa+Vx'+a’
xA/x"+a? nha \/x—n

e Einsetzen in obige Formel

2 V3 +4x4 43 1 3 44x +3

-In +C=- -In

dx
J.xx/x“+?> 43 Jx* 243 X2

+C
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5) Berechnen Sie die Flache, die durch die Parabeln vy, =6x-x*> und vy, =x*-2x
begrenzt wird.

Nullstellen:
y, =—X’+6X = X =0AX,=6 Y, =X =2Xx = X =0AX,=2
Gleichsetzen der beiden Parabeln yq bzw.
und vys:
6x—x* =x>-2x  |+2x
BX +2X — X2 = x? 8x = 2x°
8x — x% = X2 |+ X 4x = X2
8x = 2x° | : 2x X =0nx,=4
4=x

Flache 1 ausrechnen, von 0 bis 2 mit Parabel y»:

Die Fl&che liegt unterhalb der x-Achse, deshalb muissen wir nachher mit dem Betrag der
Flache rechnen, wenn wir die Gesamtflache ausrechnen mdchten.

272
1,5 2,, 8 12 4
, 3 2 33 3

—2 2_2x*dx = 1 3—2X— St AR
Al_jx Xx*dx = 3x 5| = =
0

Flache 2 ausrechnen, von 0 bis 4 mit Parabel v;:

4 274
A2=.[—x2+6x*dx: Sy 6 X | S lugs i gege 04 144 8O
) 3 2]~ 3 3 3 3

Flache 3 ausrechnen, von 2 bis 4 mit Parabel vy, integrieren:

Wir missen nachher diese Flache von der Flache 2 abziehen.

Obergrenze Untergrenze

4 4
A3=J-x2—2x*dx:[1x3—x2} :[%—@}—F—E}:Ejtinrﬁ
> 3 ) 3 3 3 3 3 3

Gesamtflache des Integrals berechnen:

Flache 2 Flache 3 Flache 1
—= —= -~

80 20 4 64
3 3 3 3

10
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