L agebeziehungen zwischen Geraden und Ebenen

1. Lagebeziehungen zwischen Geraden

Gegeben seien zwe Geraden zu

(1) Man untersucht zuerst die Richtungsvektoren a,b auf lineare Abhangigkeit bazw.
Unabhéangigket:
Sind die Richtungsvektoren a,b linear abhéngig, dann sind die Geraden g und @ parallel oder
identisch. Um dies zu entscheiden, untersucht man dann, ob die Differenz der Ortsvektoren
X, - X, linear abhéngig bzw. unabhangig von den Richtungsvektoren a,b ist:

a) Sind &,b und X, - X, linear ahéngig, dann sind die Geraden ¢, und @, identisch.

b) Sind &,b und X, - X, linear unabhangig, dann sind die Geraden ¢, und @, paralld.

(2) Sind die Richtungsvektoren @,b linear unabhangig, dann sind die Geraden ¢ und @
windschief oder haben enen Schnittpunkt S, Dies entscheldet man am einfachgten, indem man
ene Schnittpunktberechnung durchfiihrt (d.h. Gleichsetzen der beiden Parametergleichungen).
Setzt man die Losung des daaus entdehenden Gleichungssysems in ene der
Parametergleichungen ein, so erhdt man S. Fuhrt das Gleichungssystem auf einen Widerspruch,
dann snd die Geraden g, und @ windschief

2. Lagebeziehungen zwischen Geraden und Ebenen
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(1) Man untersucht zuerst die Richtungsvektoren a,b,¢ auf lineare Abhangigkeit bazw.
Unabhangigket:

Sind die Richtungsvektoren a,b,¢ linear abhangig, dann sind die Gerade g und die Ebene e
pardle, oder die Gerade g liegt in der Ebene e. Um dies zu entscheiden, untersucht man dann, ob
die Differenz der Ortsvektoren X, - X, linear abhangig bzw. unabhéngig von den

Richtungsvektoren a,b, ¢ ist:

a) Snd a,b,¢ und X, - X, linear abhangig, dann liegt die Gerade g in der Ebenee.

b) Snd &,b,¢ und X, - X, linear unabhéngig, dann sind die Gerade g und die Ebene e
pardld.
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Gegeben saien eine Gerade und eine Ebene zu
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(2) Sind die Richtungsvektoren &,b,¢ linear unabhangig, dann haben die Gerade g und die
Ebene e einen Schnittpunkt S. Diesen erhdt man, indem man eine Schnittpunktberechnung (d.h.
Gleichsetzen der beiden Parametergleichungen) durchfiihrt. Setzt man die Losung des daraus
entstehenden Gleichungssystemsin eine der Parametergleichungen ein, so erhdit man S

3. Lagebeziehung zwischen Ebenen
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_ _ e:X=% +la+nh
Gegeben ssien zwe Ebenen zu -
e, X=X, +rc+sd
Um Rechenaufwand zu sparen, geht man zweckmadgerwelse so vor, dald man sofort versucht,
ene Schnittgerade der beiden Ebenen zu bestimmen (durch Gleichsetzen der beiden
Parametergleichungen). Setzt man die Losungen des daraus entstehenden Gleichungssystems in
eine der Parametergleichungen ein, so erhdt man die Gleichung der Schnittgeraden. Erhét man im
Glechungssysgem eine Widerspruch, snd die Ebenen pardld, erhdt man eine dlgemengliltige
L6sung, so sind die Ebenen identisch.
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Analytische Geometrie — Geraden und Ebenen

Untersuche die gegensaitige Lage der Geraden ¢ und @:
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Bestimme die gegensaitige Lage der folgenden Geraden und Ebenen:

lﬂ
ae2c_) e lo
d) glz>z=94;+|9
- 2%
Aufgabe 2
&0 & &o
Q) ex=22+1 S0 + nET
élra élz 20
Bo ®30 a0
b) e: gO—+| g 1.+ n%1+
gy &35 &l
C)
Aufgabe 3

20 80
g )?:Q5++Sgl—
&5 &0p
200 590
g:X=¢ 2 i+s¢1 1
&3 & 7o

Begtimme die gegensaitige L age der folgenden Ebenen
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Aufgabe 4
a) Bestimme ene Gleichung der Geraden g durch die Punkte P(4/0/2) und Q(3/1/1) in

Parameterform und ermittle die Durchstol3punkte mit den drei Koordinatenebenen.
b) Bestimme eine Gleichung der Geraden h durch den Punkt R(2/1/1) pardld zur Geraden

a0 a&20
X —92_+I ¢ ]_ in Parameterform und untersuche die gegensaitige Lage von g und h.
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Aufgabe 5
Untersuche, ob die drei Geraden g, und g ein Dreieck einschlief3en. Berechne gegebenenfdls die
a3 0 ae20 &0 e&lo &lo aelo
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Aufgabe 6
Untersuche die gegensaitige Lage der Geraden g und der Ebenee:
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Ermitle die Schnitigeraden der Ebene zu e x=¢-2.+ |9-&;+n§1_; mit den dre
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Aufgabe 8
Untersuche die gegensaitige Lage der belden Ebenen:
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Aufgabe 9
Ermittle eine Parametergleichung der Ebene e durch die Punkte A(2/2/0), B(0/5/0),
880 &b

C(0/0/3).Untersuche dann die gegenssitige Lage von e und der Geraden g % = EZ: +s§ 7%
5 &%

Aufgabe 10
a) Ermittle eine Parametergleichung der Ebene e durch die drei Punkte A(6/6/0), B(0/10/0) und

C(0/0/6)
b) Liegt der Punkt D(8/0/4) in der Ebene e?
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¢) Untersuche die gegenseitige Lage von e und der Geradeng zu X = éo_ +1 él_
1 07

d) Ermittle ene Parametergleichung fir die Schnittgerade der Ebene e mit der Ebene durch die
Punkte A,B und D.

Aufgabe 11

16
Ermittle die Schnitigeraden der Ebene zu X:§1§+I§-£+ 0: mit den dre
- 35 3%

K oordinatenebenen.

Aufgabe 12

a) Bedimme ene Glechung der Geraden g durch den Punkt P,(4/0/2) pardld zur Geraden
80 ao

1+ X —Ql + | Q4 in Parameterform.
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b) Ermittle eine Glechung der Ebenee, in der g, und der Punkt Py(7/1/-1) liegt, in Parameterform.

Aufgabe 13
&0 &o

Trifft die Gerade g zu X :§8 +1 GL die FHiéche des Parallelogramms ABCD, das durch A(-2/-3/-
60

aéso a6
4yund &= O_,d S6. bestimmt ist?
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Aufgabe 14
Gegeben saien drei Punkte A(2/2/-6), B(-2/2/0) und C(8/0/4). Bestimme eine Parametergleichung

der Ebene e durch A,B und C. Bringe die Ebenengleichung dann auf Normaenform.

Aufgabe 15
a) Zeige, dassdie beiden Ebenen 1 zu x+y+1=0 und 2 zu x+y-z+3=0 zueinander orthogona sind.

b) Ermittle eine Parametergleichung der Schnittgeraden g.
c) Zeige, dass P(-2/0/1) auf dieser Schnittgeraden liegt.

Aufgabe 16

Gegeben seien A(1/1/1), B(3/1/1), C(3/2/1), D(1/2/1), E(U/L/3).

a) Beweise ABCD bilden eine Rechteck.

b) Erganze ABCDE durch drei Punkte F,G,H zu einem Quader.

¢) Zege gnp und geg Snd windschief.

d) Berechne Schnittmenge und Schnittwinke der Ebene e; durch ACD und e, durch BDE.
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Aufgabe 17
Gegeben sind die Parametergleichungen folgender Ebenen und Geraden:
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a) Zeige, dass die beiden Ebenen parald, aber nicht identisch sind.

b) Ermittle von beiden Ebenen jewells die Hesse-Form und den Abstand vom Ursprung des
Koordinatensystems.

c) Welche zwel Moglichkeiten ergeben sch unter der Berticksichtigung der Ergebnisse aus @) und b)
fUr den Abstand der beiden Ebenen voneinander? Gilt das Ergebnis auch fir zwe beliebige, nicht
parale Ebenen? Begriinde!

d) Berechne die Spurgerade (Schnittgerade) g von e; mit der xy-Ebene. Bestimme den Abstand
dieser Spurgeraden zum Ursprung des K oordinatensystems.

€) Begimme die Gleichung einer zu e, orthogonaen Geraden g durch den Punkt P(-1/0/9).

f) Besimme in der Geradengleichung g den Parameter k so, dass g und g einen Schnittpunkt
haben, berechne diesen Schnittpunkt und den Schnittwinkel der beiden Geraden.

Aufgabe 18
Gegeben sind die Punkte A(2/-3/2), B(-1/3/6), C(5/-5/0), D(1/-4/3) und die Gerade
elo &l o

gx = & 13_+|f§1 .
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a) Gib eine Parametergleichung der Ebenee; durch A,B und C an.

b) Welchen Abstand hat der Punkt D von der Ebene e;.

¢) Bestimme den Schnittpunkt Svon g und e;.

d) Gib eine Parametergleichung der Ebene e, an, die g enthdt und durch D verl&uft.
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